Geometria y Mecanica
en Superficies de Revolucion.

Por César Rodrigo Fernandez

La formulacién y resolucion de problemas geométricos en superficies es
histéricamente una de las principales fuentes en el desarrollo de la geometria
diferencial. Atun hoy dia la geometria de las superficies sigue aportando infor-
macién esencial para la resolucion de los mas diversos problemas geométricos.
Pese a la dificultad de muchos problemas en esta disciplina, la experiencia
muestra cémo, por lo general, si se admite la presencia de una simetria no
trivial en la superficie, la resolucién de cuestiones que admitan dicha simetria
puede ser llevada a cabo con ayuda de esta en una forma mucho mas simple.

Como puede comprobarse, si una superficie S admite una isometria in-
finitesimal no nula en un punto, entonces existe todo un entorno de dicho
punto en la superficie S isométrico a un abierto de una superficie de revolu-
cion. Partiendo de esta idea, nos planteamos el siguiente modelo intuitivo de
superficie que admite un grupo de simetrias: Las superficies de revolucion en
el espacio.

Tomando como modelo de superficie con simetrias no triviales las superfi-
cies de revolucion, la presente charla pretende discutir como ciertas cuestiones
intrinsecas de geometria pueden ser resueltas con técnicas propias de cursos
introductorios de geometria diferencial. Ademas estas ideas nos permitiran
resolver intrinsecamente problemas de fisica no triviales sobre dichas super-
ficies.

Inicialmente, se realizard un estudio de los elementos de geometria in-
trinseca presentes en una superficie de revoluciéon. Como resultado central,
se dard un teorema de clasificacién de superficies de revolucién (como super-
ficies inmersas en R3) de curvatura constante, mostrando cémo para cada
valor real existe exactamente una familia uniparamétrica de superficies de
revolucién diferentes con esa curvatura.

A continuacién, se realizard un estudio de un problema de mecénica (el
movimiento de una particula en presencia de un potencial de fuerzas en
una superficie de revolucién), intimamente relacionado con el estudio de las
geodésicas. La existencia de la simetria permite calcular las trayectorias ex-
plicitamente mediante cuadraturas, al tiempo que proporciona una interpre-
tacion del clésico teorema de Clairaut en términos de una ley de conservacién
de energia y momento.



1.- Algunos aspectos geométricos de las superficies de
revolucién

Consideremos una curva parametrizada regular (p(0),h(6)) (la “gene-
ratriz’) en el plano XZ del espacio R3, que no corte al eje Z (esto es,
(0'(6),h'(0)) # (0,0) y p(d) # 0).

Si a cada punto (p(6), h(0)) se le aplica un giro de dangulo ¢ alrededor del
eje Z, obtenemos los puntos (p() cos ¢, p(0) sin ¢, h(#)) de R®. Este conjunto
queda parametrizado por:

R2 5 R3
(,0) — (p(0)cos g, p(f)sinp, h(0))

que tiene como imagen una superficie regular S C R? donde (¢, #) son sistema
de coordenadas locales.

La primera forma fundamental g de esta superficie expresada en dichas
coordenadas es:

g=p*0)de @do+ (p'(0)* + K (0)*)dl  db

Pueden entonces calcularse los simbolos de Christoffel asociados a dicha
métrica en coordenadas (¢, 6):
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El tensor de curvatura R = ) Rijlkdxi ® dr? @ da* @ % esta definido
por:
ort,  or
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De forma que

R = —(p'(0)* + 1 (0)*)"2

J(6) ’
o(0) (<,o'<0>2 + h/(@)zwz)

La curvatura de Gauss de S, por tanto, es:

_ Ryop0 _ —1 P'(0)

detg — p(0)(p'(0)* + '(60)%)"/2 ((ﬂ’(9)2 + h’(0)2)1/2)
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Sustituyendo el pardmetro 6 por el parametro de longitud de arco s de la

generatriz, puesto que % = Wd%’ se obtiene:
—1 d?
R=——
P (p)

Teorema. Sea o una curva parametrizada reqular contenida en un plano de
R3 y sea r una recta en ese plano que no corte a o. Entonces la superficie
obtenida al hacer girar la curva o alrededor del eje r es una superficie reqular
Y su curvatura es:

—1 d?

PwE (p)

De aqui podemos extraer las siguientes consecuencias:

- La curvatura escalar es positiva en aquellos puntos donde p(s) es una
funcién céncava, negativa alli donde p(s) es una funcién convexa, y
nula en el resto de los puntos.

E integrando la correspondiente ecuacién diferencial, obtenemos las superfi-
cies de revolucién con curvatura constante:

- La curvatura se anula idénticamente sélo para p(s) = a-s+b, h(s) =
V1 —a?-s+c¢, esto es, cuando la generatriz es una recta. Las tinicas su-
perficies de revolucion de curvatura nula son por tanto cilindros, conos
y planos.

- Las superficies de revoluciéon de curvatura escalar constante positiva
R = (1/r)? estén definidas por curvas (p(s), h(s)) con p(s) = Asin(2==2)
y £h(s) = \/1—p/(s)% En el caso particular de A\ = r, estas son las

ecuaciones de la esfera de radio r.

p(s) = rsin (5 _TSO) . h(s) =rcos (S _TS“>

- Las superficies de revoluciéon de curvatura escalar constante negati-
va R = —(1/r)? estdn definidas por curvas (p(s),h(s)) con p(s) =
aexp(ls) + Bexp(—1s) y Lh(s) = /1 —p/(s)% En el caso particular
G =0, la superficie correspondiente es:

pls) = rexp (s — so)

s = [ 41 e 25— s

que son las ecuaciones de la tractriz. La superficie resultante es conocida
como pseudoesfera.




Estos resultados, permiten formular el siguiente:

Teorema. Toda superficie de revolucion conexa de curvatura constante en
el espacio es, salvo movimientos euclideos y reparametrizaciones, una corona
de alguna de las siguientes superficies:

Curvatura | Pardametro | Radio(s) Intervalo de definicion

R=% A€ (0,1) | p(s) = Arsin(s/r) | s/r € (0,7)

R=4% p(s) = rsin(s/r) s/r € (0,m)

R=4 A€ (1,00) | p(s) = Arsin(s/r) | s/r € m/2 4 [— arcsin(1/X), arcsin(1/\)]
R=0 A€ (0,1) | p(s)=As s € RT

R=0 p(s) =s s € RT

R=0 A eRF p(s) = A seR

R== A€ (0,1) | p(s) = Arsinh(s/r) | s/r € (0,arccosh(1/)\))

R== p(s) = res/” s € (—00,0)

R== A €eRT p(s) = Arcosh(s/r) | s/r € [—arcsinh(1/\), arcsinh(1/\)]

donde la funcién h(s) estd dada por h(s) = [ /1 — p/(s)%ds.

De todas estas superficies las tinicas que son completas son el cilindro, la
esfera y el plano (estos tltimos anadiendo los puntos situados en el eje de

giro).




Curvatura positiva +1:

p(s) =0,8sin s

p(s) =sins

p(s) =1.2sins

Curvatura nula:

p(s) = 0,6s p(s) =s p(s) =12
Curvatura negativa -1:
p(s) = 0,8sinh s p(s) = e’ p(s) =1,2coshs




2.-Mecanica en Superficies de Revolucion
2.1- Principio de accién minima

Las ecuaciones de movimiento de una particula que se mueve en una
superficie de revolucién en presencia de un potencial pueden obtenerse me-
diante un principio variacional. Esta seccién no se plantea como objetivo la
formulacién de una teoria variacional, sino sélo servir como motivacién de
las ecuaciones de movimiento.

La trayectoria de una particula en la superficie S viene definida por una
curva parametrizada o: [a,b] — S, su energia cinética en un instante ¢ como
im||Dyy||?, siendo m # 0 la masa de la particula, D, = o (%)t el vector
velocidad de la misma dicho instante ¢, y || Do || el médulo al cuadrado de
dicha velocidad.

En la superficie podemos considerar una funciéon que describa la energia
potencial que tiene la particula en cada punto, V' € C*(S) debida a las
fuerzas que actiian sobre esta. Se define la accién a lo largo de o a la integral:

L(o) = / b (%mDaa) Do) — V(O(t))) dt

El principio variacional asociado (principio de accién minima o de Hamil-
ton), indica que una particula libre, en presencia de un potencial V' € C*(.5)
se movera a lo largo de una trayectoria que es valor critico para la funcio-
nal de accién respecto de cualquier variacién de o con extremos o(a) = p,
o(b) = q fijos:

5{U>\}L(U) =0

donde 04,3 se define sobre familias uniparamétricas de curvas {o}ac(—ce)
con extremos fijos o)(a) = p, ox(b) = g (variaciones de la curva ¢ = 0q) en
la forma:

Slllo) = (35) (L)

Este principio de accion minima lleva a las conocidas ecuaciones de Euler-
Lagrange, que deben satisfacer las trayectorias:

Teorema. Una curva o: R — S es valor critico para la funcional de accion
- e _ 0 .
L si y sdlo si su vector tangente D,y = 0.5; cumple:

mVpD = —gradV

a lo largo de o, siendo gradV' el gradiente de la funcion V respecto de la
primera forma fundamental y V la conexion de Levi-Civita de la superficie.



Observacion: Esta formula puede interpretarse bajo la perspectiva de las
leyes de Newton: La masa por la aceleracion coinciden con el campo de
fuerzas (—grad V') al que se ve sometido la particula.

Observacion: Podemos hacer notar que en el caso V = 0, la minimizacion
de la accién %mD - D conduce a las mismas ecuaciones VpD = 0 que la
minimizacién de la longitud de arco v D - D. La particula libre (esto es, en
ausencia de fuerzas), por tanto, se mueve a lo largo de las geodésicas de la
superficie.

2.2- Leyes de conservaciéon y Teorema de Clairaut

En un sistema de coordenadas cualquiera, si la curva se expresa como
o(t) = (2'(t),...,2"(t)), las ecuaciones diferenciales mVpD = —gradV
pueden expresarse como:

02x! - Oxd Ok OV
Fl~ el — il 77
m<8t2+jzk i* ot 8t> 29" 5

l

En lo sucesivo consideraremos potenciales con simetria de giro, es decir,
potenciales V' = V() independientes de la variable . En particular, aquellos
con significado fisico como V' = 0 (particula libre) y V' = m-g- z| g = m-g-h(6)
(particula de masa m en un campo gravitatorio constante de intensidad g en
la direccién del eje 7).

En nuestro caso, usando los correspondiente simbolos de Christoffel, con-
cluimos que una curva o(t) = (¢(t),0(t)) es una trayectoria de la particula
si y solo si:

0=¢+ 20
p(0)
VO (5 A00) P00 10,
s v~ (0 ot g g )

Se obtiene con ello un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de segun-
do orden con dos incégnitas: las funciones (t) y 0(t). Veamos cémo podemos
expresarlas en una forma mas simple.

Si proyectamos las componentes de la ecuacion mVpD + gradV = 0 en
las direcciones D y %, obtendremos:

1
0= (mVpD+gradV)-D=mVpD-D+ D(V)=D (§mD-D+V)

0= (mVpD + grad V) - % =mVpD - % + %(V) =mVpD - %



La primera de las igualdades permite afirmar que, a lo largo de la curva
solucién (cuyo vector tangente es el campo D), la funcién

1

permanece constante, dando lugar al conocido teorema de conservacién de la
energia:

Proposicién (Conservacién de la energia). A lo largo de las trayectorias
de la particula, la suma de las energias cinética y potencial se mantiene
constante.

2]

Para interpretar la segunda de las igualdades, teniendo en cuenta que 90

es isometria infinitesimal, para cualquier campo D se tiene:

0= (L%g) (D,D):%(DD)-Q{%,D] D=

0 0
(w0 [20]) 0 -2(wn2) 0

O:mVDD-g:mD D~g —mD~VDg:D mD~3
dp ot

Asi pues:

Tenemos por ello una segunda constante de movimiento:

Proposicién (Conservacién del momento lineal en la direccién %).
A lo largo de las trayectorias de la particula, el producto escalar de la cantidad
de movimiento mD por el campo a% se mantiene constante.

Recalquemos que ambas leyes de conservacion en conjunto son equivalen-
tes al sistema de ecuaciones original, siempre que % y D sean dos campos
linealmente independientes (esto es, para aquellas trayectorias no tangentes
a los paralelos).

Caso geodésico: Podemos observar que en el caso V = 0 (ecuaciones de las
geodésicas), se tiene D - D = cte y mD - % = cte’. La primera de ellas indica
que la trayectoria debe estar siempre parametrizada por longitud de arco
constante, mientras que si se interpreta la segunda en términos del angulo «
que forma la trayectoria con los paralelos, estos resultados son equivalentes

al teorema:



Teorema (Teorema de Clairaut). Si o(t) es una curva parametrizada
reqular en S, y a(t) denota el dngulo que forma su vector tangente Doy con
los paralelos,

- en todo abierto donde a(t) # 0, la curva o es una geodésica si y sélo
st estd parametrizada por longitud de arco y p - cosa es constante a lo
largo de ella, y

- en todo abierto donde a(t) = 0 (por tanto paralelos 8 = 0, ), la curva o
es una geodésica si y solo si estd parametrizada por longitud de arco y
p'(6p) = 0 (en particular, son geodésicas los paralelos correspondientes
a radios mdximos y minimos)

Demostracion. La condicion para que una curva parametrizada regular sea
geodésica es que VpD = 0 y que esté parametrizada por longitud de arco.

Puesto que H%H = p, v ya que la ecuacién VpD = 0 es equivalente a
las leyes de conservacion || D|| = cte y mD - % =ml|D| - ||%|| - cosa = cte’
anteriores, podemos concluir la primera parte del teorema. En los puntos
donde 6§ = 0, por otra parte, D y % son linealmente dependientes y dichas
ecuaciones no son suficientes. Las ecuaciones VpD = 0 en este caso pasan a
ser las indicadas inicialmente:

p(0)0'(0)
OO

que se verifican si y sélo si ¢(t) es afin y p/(0) = 0 a lo largo de la curva. O

0=¢, 0=-m

Podemos interpretar asi el teorema de Clairaut como un teorema de con-
servacion de la energia y del momento lineal en una particula libre.

2.3- Integrales primeras y soluciones

El sistema de ecuaciones que determinan el movimiento de la particula en
presencia de un potencial V' (6) = mgh(f#) (g > 0) es un sistema de ecuaciones
de segundo orden, en general de dificil solucién.

Tomando las ecuaciones de movimiento originales, resulta sencillo ver que

las trayectorias solucién, en aquellos abiertos donde 6 = 0, son movimientos
gh’(0o)

p(0o)p’ (60)’

siempre que p'(6y) # 0, K'(6y)/p (69) > 0. No hay ninguna otra solucién

posible a lo largo de paralelos.

gh'(0o)
0 =06, @=1]——tt
" TN ol o)

a lo largo de un paralelo 6 = 6, con velocidad constante ¢ =



Por otra parte, para aquellos valores en los que 6 # 0, tendremos que
Dy % son linealmente independientes y en tal caso, las ecuaciones pueden
integrarse como acabamos de ver obteniéndose las leyes de conservacion:

B = om (o0 + (56 + W(67)8) + mah(6)
Ko = m@p(e)Q

Observacion: A partir de las expresiones anteriores puede observarse que las
ecuaciones de movimiento de una particula de masa m con valores de energia
y momento dados £ = m -ey p, = m - u son las mismas que las de una
particula de masa 1 con valores de energia y momento £ = e, j, = p. El
movimiento de las particulas es, por tanto, independiente de sus masas. Dos
particulas de masas distintas en las mismas condiciones iniciales de posicién
y velocidad, describen la misma trayectoria.

Si se conoce la funcién (t), la segunda ecuacién, mediante una simple
integral, permitiria recuperar o(t) mediante:

He
mp(6)?

Para obtener 0(t) podemos sustituir en la primera ecuacién, obteniendo:
¢2m (E — mgh(6))p <0>2 - ua

(0)\/p/(0)2+ /(0

El problema de calculo de solumones se reduce con ello a resolver esta ecua-
cién diferencial de primer orden para 6(t).

La resolucién de esta ecuacién diferencial no tiene por qué ser trivial. Sin
embargo, como veremos, podemos apoyarnos en la independencia de ¢ de
ambas expresiones para integrar el sistema.

Calculemos primero la trayectoria descrita por la particula en forma im-
plicita. Si deseamos expresar la curva por una ecuacién implicita ¢ = p(6)
en la superficie, estaremos sustituyendo la coordenada t por la coordenada 6
en la curva. Esto puede hacerse siempre que G(t) # 0, que es nuestro caso.

Usando la regla de la cadena, la funcién ¢(6) que describe la curva cumple
la ecuacién:

=

dp _ () _ pe/ 0/ (0) + W(0)°
o 6(t) p(e)\/zm (E— mﬁ-};h(@))P(e)2 — K

Esta es ya una ecuacién integrable mediante:

(6) = por/ P ()% + 1(0)?
0= [ 0(6)/2m(E - mgh<9>>p<9>2 2

do
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Con ello tendriamos las ecuaciones implicitas de la trayectoria.
Una segunda integral, si se desea, nos lleva a la parametrizaciéon de la
curva sustituyendo el parametro 6 por el parametro ¢:

/ OVI O+ P2
¢2mE mgh<e>> (6)? —ua

t(0) =

y con ello, calculando la funcién inversa, a la solucién o(t) = (p(0(t)),0(t)).

Resumiendo, la existencia de la simetria ha permitido, en un primer paso,
reducir el sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden a un sistema
de ecuaciones diferenciales de primer orden. Estas ecuaciones admiten de
nuevo a ai como simetria, lo cual indica que estamos ante un sistema con
variables separadas y permite terminar la integracién de las ecuaciones con
el cédlculo de un par de integrales.

La dificultad ahora en casos concretos ya no radica en la resolucién de
un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden en las funciones
{¢(t),0(t)} sino en la forma de expresar analiticamente las integrales arriba

indicadas, que ya en casos simples conducen a integrales elipticas.
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