La catenaria

Se denomina “Catenaria” a la curva que describe una cuerda que cuelga de dos puntos,
sujeta inicamente a la accién de la gravedad. Determinar su ecuacion.

El modelo

Tengamos una cuerda homogénea de longitud L y de densidad lineal de masa p Kg/m. Primero
estudiaremos las fuerzas que actian sobre dicha cuerda suponiendo que esta se compone de n masas
puntuales equidistantes (cadena de n eslabones), y veremos qué valores toman dichas fuerzas si las masas
estdn en equilibrio. Por un procedimiento de paso al limite cuando n — oo, las ecuaciones obtenidas
permitiran deducir propiedades de la catenaria.

Catenaria:

n =21 n — 00

La fisica

Modelamos la cuerda como un objeto compuesto de n masas puntuales unidas entre si y a los puntos
de sujeccién por barras sin masa, de longitud L/n. Puesto que la masa total de la cuerda es pL, la masa
de cada eslabén serd de ph donde h = L/n es la longitud de cada una de las barras de unién, que formarén
un angulo con la horizontal al que denotamos por 6;.

Cada uno de estos eslabones estd en equilibrio, mientras experimenta las siguientes fuerzas:

- Una fuerza de intensidad P; = gph, en direccién vertical (Peso del cuerpo, dado por mg, siendo g
la constante gravitatoria y m = pL/n la masa del cuerpo).

- Una fuerza de intensidad F; en la direccién de la barra que tira de él uniéndole con el eslabén
siguiente.

- Una fuerza de intensidad f; en la direcciéon de la barra que tira de él uniéndole con el eslabon
anterior.

Las leyes de Newton nos dicen que las fuerzas que ambos cuerpos intercambian a través de la barra
de unién son de la misma intensidad y con direcciones opuestas, asi pues f; = F;_;. Como las fuerzas



equilibran el cuerpo, esto implica que:
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El paso al limite

Pensemos qué ocurre con un punto de la cuerda que se encuentre a una distancia s € [0, L] del
extremo. Para cada n € Ny cada s € [(k — 1)L/n,kL/n], llamaremos F™(s) y 8™(s) al valor que toman
Fy v 0y en la cadena de n eslabones antes descrita (puesto que estamos hablando de un punto «(s) que en
dicha cadena estarfa entre el (k — 1)-ésimo y el k-ésimo). Asumiremos que lim F"(s) y lim 8™ (s) existen
y son funciones diferenciables F'(s) y 6(s).

De forma anéloga, para cada s € [(k — 1)L/n, kL/n] podemos llamar (z"(s),y™(s)) a la posicién que

ocupa el eslabon k-ésimo en la cadena de n eslabones; ademds estas posiciones determinan los angulos 6;
de forma que
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Las coordenadas en la catenaria a(s) = (z(s),y(s)) pueden definirse por un limite de las funciones

n n
z"(s),y" (s)-
Las ecuaciones anteriores pasan en el limite a decirnos que las funciones F'(s) y 0(s) satisfacen las
ecuaciones diferenciales:

F"(s+ h)cos0™(s+ h) — F"(s) cos 0™(s)

lim -0 d
(hZz/n0) h £(F(s) cosf(s)) =0
n n _ o =
lm F™(s+ h)sinf™(s —|—hh) F™(s)sinf™(s) — di(F(s) sinf(s)) = pg
(h=r/n20) s
T Gl ) Bl ) S PN P d
(h:nL_/’SiU) h (h:"L_/’Z‘LO) £$(8) = COS 9(8)
"(s+h) —y"(s) 7 d
, Y - ; . .
lim = lim sin6"(s) y(s) = sinb(s)
(570) h (2750 ds

De aqui deducimos que 0(s) es el dngulo que forma con la horizontal el vector tangente a la catenaria en
a(s) y que s representa la parametrizacién por longitud de arco.

Resolviendo las ecuaciones

Tenemos ecuaciones diferenciales que describen la catenaria. Para obtenerlas, hemos supuesto que
existen los limites indicados y que son funciones diferenciables. En todo caso, los argumentos anteriores
justificarfan llamar catenaria a una curva (x(s),y(s)) para la que se verifique el sistema de ecuaciones
diferenciales para algiin valor de F(s),6(s). Ahora sélo necesitamos integrar dichas ecuaciones.

Un primer paso nos lleva a: F(s)cosf(s) = Fy, F(s)sinf(s) = pgs + cg. Si denotamos sg = 2
tendremos:

F(s) = \/Fo2 + p292%(s — s0)?
F(s)cosb(s) = Fy _ #(s) = cosB(s) = _ 2F02 .
F(s)sinf(s) = pg(s — so) VG + 2% (s = s0)
. : py(s — s0)
7(s) =sinf(s) =
VEG + 0292 (s — 50)?
Podemos integrar g(s) usando u = p%g%(s — s0)?, du = 2p?g?(s — s¢)ds:
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(para yo = cte+Fy/(pg)). La interpretacion de sg, como puede verse, es que en s = sq se alcanza el menor
valor de y(s) posible, el punto mds bajo de la catenaria. Este valor minimo resulta ser precisamente yjo.




De la férmula F(s), observamos que la tensién de la cuerda es mayor cuanto mds nos alejemos de este
punto.
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Para integrar #(s), usando u = pg(s — so) + v/p2g2(s — 50)2 + F2, du = pg

(para x¢ = cte’ + Fylog Fy/(pg)). La interpretacién de (zg,yo) vendrd dado porque el punto més bajo de
la catenaria (s = sg) tiene coordenadas (zg, yo)-

Cambiando de parametro, si tomamos k = % yt=220 = %Z(s — 80), las ecuaciones de la catenaria

son:
{z(t) = klog(t + V1 +1?) +zo 4 5750

y(t) = (V141 = 1) +wo k

Uso de las ecuaciones para calcular la longitud de un arco de catenaria

Ahora si conocemos los extremos de la catenaria, a(0) = (a,b) y a(L) = (¢, d), tendriamos sistema de
4 ecuaciones para las cuatro incognitas xg, yo, So, k. A partir de la longitud L y de los extremos, podemos
obtener los valores de estas constantes y las ecuaciones de la catenaria.

Hay que destacar que para una catenaria dada (esto es, fijados xq, Yo, S0, k), si se conoce z(s), podemos
recuperar s:

En efecto, con los datos mencionados podemos calcular A = #*¢. Segiin las ecuaciones, \ se relaciona
con s a través de:
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Tomando exponenciales, tendremos:
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La funcién A — “—— = sinh A se denomina funcién seno hiperbélico. Segtin acabamos de probar, dado

x, se puede recuperar s mediante:

S — 8o . r — X
= sinh




