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Llamemos en los sucesivo A al conjunto de las funciones complejas de variable real, f: R — C
(donde f(t) = x(t) +y(t)i con x(t) e y(t) funciones reales) cuyas partes real e imaginaria (z(t), y(t))
son funciones diferenciables. Con la suma habitual de funciones y el producto natural de funciones
con escalares, este es un espacio vectorial complejo (y real) de dimensién infinita . Un subespacio
(real) suyo es el de las funciones con parte imaginaria nula, al que denotaremos por Agr y que se
identifica con el espacio de las funciones reales diferenciables.

Definicién. Llamaremos operador derivada a la aplicacion lineal D: A — A definida por
D(x(t) + y(t)i) = «'(t) + y'(t)i, donde 2'(t) e y'(t) denotan la derivada de las funciones x(t),
y(t)-

Por las propiedades de linealidad de la derivada, es facil observar que D es un endomorfismo
del C-espacio vectorial A. Es mds, D transforma funciones reales en funciones reales, por lo que
es también un endomorfismo del R-espacio vectorial Agr. Tanto para las funciones reales como
para las complejas el operador D asi definido cumple D(f - g) = f - D(g) + g - D(f), como puede
comprobarse sélo con usar la regla de derivacién del producto.

Considérese el C-espacio vectorial M"*™(A) de las matrices n X m con coeficientes en A
(andlogamente M"™*™(Ag)). En este espacio se puede definir también un operador derivada
mediante la ley:

fir o fim D(fu1) .- D(fim)
Dl i o=

De nuevo, D establece un endomorfismo de espacios vectoriales en M"™*™(A) y en M"™*™(Ag).
Ademés, dadas dos matrices:
fir o fim gir .- Gir

o x= e

for oo fam gmi  --- YGnr
Nota. Se tiene que D(M - N) = D(M)-N + M - D(N), al ser D((M - N);;) = D(3>_,. fikgrj) =
>k (D(fik)grj + fieD(gr;))) = (D(M) - N);; + (M - D(N)),;-
Definicién. Llamaremos sistema de ecuaciones diferenciales lineales al problema consis-
tente en la bisqueda de todas las soluciones posibles del sistema de ecuaciones:

M =

dz
d—tl = a1 (t) +...+ alnmn(t) + gl(t)
dz
d—t2 = a91T1 (t) +...+ a2nmn(t) + gz(t)
dz,
con a;; € C (0 €R)
1 (t)
Este sistema puede reescribirse en la forma siguiente: encontrar el elemento X = : de
T (t)
M*"(A) tal que
x1(t) z1(t) g1(t)
x2(t) x2(t) ga(t)
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siendo A = (ai;) la matriz de coeficientes dada por el problema original. Esto es, se pide resolver
91(t)
la ecuacién (D — A-)(X) = G donde A es la matriz ya indicada, G = y X es la incognita,

gn(t)
elemento de M1*"(A).

Nota. Si Xo € M**"(A) es una solucidn particular, cualquier otra matriz X' es solucién si y
s6lo si (D — A)(X') =G = (D — A-)(Xo), lo que ocurre sélo si (D — A-)(X' — Xo) = 0. Esto es,
conocida una solucion cualquiera de la ecuacion Xo, el resto de las soluciones se obtienen sumando
a ésta matrices X anuladas por (D — A-).

El problema queda entonces reducido a encontrar una soluciéon particular X, y la solucién de
la ecuacién homogénea (D — A-)(X) = 0.

Por analogia con las ecuaciones diferenciales lineales con una sola incégnita, haremos uso de un

elemento invertible de M™*"(A) al que denotaremos por et cuya propiedad bésica va a ser que
D(et) = A - et

Para dicho elemento se cumple la siguiente formula de conmutacién:

(D—A) (e Y)=D(eM-V)—A-e. Y = - DY)+ D(e)- Y —A-eM .Y =ett - D(Y)

Por lo que, tomando Y = (e”?) ~'. X, se deduce que un elemento X = At (et) ~'. X pertenece

al nicleo de (D — A-) siy solo si (e‘“t)f1 - X estd en el nicleo de D.

Por otra parte el nicleo de D es facil de calcular: para que D(z;(t)) = 0 se cumpla, la condicién
necesaria y suficiente es que z;(t) sean constantes.

Asi pues, X es solucién del sistema de ecuaciones diferenciales lineales (D — A-)(X) =0siy

P -1 ) ) g :
sélo si (eAt) - X es una matriz de funciones constantes C'. Esto es, la solucién general de dicha
ecuacién es X = et - C con C € M'*"(C).

Se ha probado entonces la validez de la siguiente:

Proposicién. La solucidn del sistema de ecuaciones diferenciales lineales (D — A-)(X) = G es:
X=Xo+e-C

siendo Xo una solucién particular y C € M'*"(C) una matriz de constantes.



