
Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales �

Llamemos en los sucesivo A al conjunto de las funciones complejas de variable real� f � R � C

�donde f�t� � x�t��y�t�i con x�t� e y�t� funciones reales� cuyas partes real e imaginaria �x�t�� y�t��
son funciones diferenciables� Con la suma habitual de funciones y el producto natural de funciones
con escalares� este es un espacio vectorial complejo �y real� de dimensi�on in	nita � Un subespacio
�real� suyo es el de las funciones con parte imaginaria nula� al que denotaremos por AR y que se
identi	ca con el espacio de las funciones reales diferenciables�

De�nici�on� Llamaremos operador derivada a la aplicaci�on lineal D � A � A de�nida por
D�x�t� � y�t�i� � x��t� � y��t�i� donde x��t� e y��t� denotan la derivada de las funciones x�t��
y�t��

Por las propiedades de linealidad de la derivada� es f�acil observar que D es un endomor	smo
del C 
espacio vectorial A� Es m�as� D transforma funciones reales en funciones reales� por lo que
es tambi�en un endomor	smo del R
espacio vectorial AR� Tanto para las funciones reales como
para las complejas el operador D as�� de	nido cumple D�f � g� � f �D�g� � g �D�f�� como puede
comprobarse s�olo con usar la regla de derivaci�on del producto�

Consid�erese el C 
espacio vectorial Mn�m�A� de las matrices n � m con coe	cientes en A

�an�alogamente Mn�m�AR��� En este espacio se puede de	nir tambi�en un operador derivada

mediante la ley�
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De nuevo� D establece un endomor	smo de espacios vectoriales en Mn�m�A� y en Mn�m�AR��
Adem�as� dadas dos matrices�
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Nota� Se tiene que D�M �N� � D�M� �N �M �D�N�� al ser D��M �N�ij� � D�
P

k fikgkj� �P
k �D�fik�gkj � fikD�gkj��� � �D�M� �N�ij � �M �D�N��ij �

De�nici�on� Llamaremos sistema de ecuaciones diferenciales lineales al problema consis�
tente en la b�usqueda de todas las soluciones posibles del sistema de ecuaciones�
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con aij � C �o � R�

Este sistema puede reescribirse en la forma siguiente� encontrar el elemento X �
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Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales �

siendo A � �aij� la matriz de coe	cientes dada por el problema original� Esto es� se pide resolver

la ecuaci�on �D�A���X� � G donde A es la matriz ya indicada� G �

�
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CA y X es la inc�ognita�

elemento de M��n�A��

Nota� Si X� � M��n�A� es una soluci�on particular� cualquier otra matriz X � es soluci�on si y
s�olo si �D �A���X �� � G � �D � A���X��� lo que ocurre s�olo si �D �A���X � �X�� � � Esto es�
conocida una soluci�on cualquiera de la ecuaci�on X�� el resto de las soluciones se obtienen sumando
a �esta matrices X anuladas por �D �A���

El problema queda entonces reducido a encontrar una soluci�on particular X� y la soluci�on de
la ecuaci�on homog�enea �D �A���X� � �

Por analog��a con las ecuaciones diferenciales lineales con una sola inc�ognita� haremos uso de un
elemento invertible de Mn�n�A� al que denotaremos por eAt cuya propiedad b�asica va a ser que
D�eAt� � A � eAt�

Para dicho elemento se cumple la siguiente f�ormula de conmutaci�on�

�D �A���eAt � Y � � D�eAt � Y ��A � eAt � Y � eAt �D�Y � �D�eAt� � Y �A � eAt � Y � eAt �D�Y �

Por lo que� tomando Y �
�
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�
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�X � se deduce que un elemento X � eAt �
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al n�ucleo de �D � A�� si y s�olo si
�
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�X est�a en el n�ucleo de D�

Por otra parte el n�ucleo de D es f�acil de calcular� para que D�xi�t�� �  se cumpla� la condici�on
necesaria y su	ciente es que xi�t� sean constantes�

As�� pues� X es soluci�on del sistema de ecuaciones diferenciales lineales �D � A���X� �  s�� y

s�olo si
�
eAt
�
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�X es una matriz de funciones constantes C� Esto es� la soluci�on general de dicha
ecuaci�on es X � eAt � C con C �M��n�C ��

Se ha probado entonces la validez de la siguiente�

Proposici�on� La soluci�on del sistema de ecuaciones diferenciales lineales �D �A���X� � G es�

X � X� � eAt � C

siendo X� una soluci�on particular y C �M��n�C � una matriz de constantes�


