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SeaM �Mr
�

�C � el espacio vectorial de las matrices de orden r�r con coe�cientes en el cuerpo
C �an�alogamente se puede de�nirMR trabajando en el cuerpo R�� Consideremos un elemento suyo
A �M�

En analog��a con la de�nici�on de la exponencial sobre el cuerpo de los reales� ex �
P

�
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n	
se de�ne en M la exponencial de la matriz A como�
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�X
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En esta de�nici�on conviene puntualizar una serie de advertencias� Por un lado	 se entiende que

An �

n vecesz �� �
A � � � � �A	 A� � Id	 n
 � � � � � � � � � n y �
 � �� Por otra parte	 en la de�nici�on aparece una

suma de in�nitos t�erminos	 una serie	 cuya convergencia a un elemento de M conviene garantizar
antes de continuar utilizando este tipo de expresiones� En lo sucesivo admitiremos que todas las
series que aparecen en los c�alculos que se realizan son convergentes� Este es un resultado nada
inmediato pero cuya demostraci�on dejaremos de lado al tratarse de un problema m�as anal��tico que
algebraico�

Para estudiar las propiedades de la exponencial en R un instrumento de gran utilidad es el
binomio de Newton	 que asegura que �a  b�n �

Pn
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�
akbn�k� Por desgracia �o no�	 este

resultado no es generalizable a elementos deM� Para generalizarlo	 es necesario que los elementos
conmuten�

Proposici�on �Binomio de Newton�� Sean A y B dos matrices deM que conmutan �esto es�
A � B � B � A�� Entonces�
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Demostraci�on� Para n � � es inmediato� �AB�� � Id � � � Id � Id �
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Probemos que es v�alida para n�
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donde en � hemos utilizado el que A�B � B �A para sustituir Ak �Bn���k �A por Ak �A�Bn���k�
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Este resultado permite establecer una propiedad fundamental de la exponencial cuyo uso ser�a
de gran utilidad para el c�alculo efectivo de la misma�

Proposici�on� Si D y N son dos elementos de M que conmutan� entonces eD�N � eD � eN �

Demostraci�on� Por de�nici�on�
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Multiplicando ambos	 tendremos�
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Sumando siempre primero todos los elementos tales que k  l � n para cada n � �� � � � ��	 se
tiene�
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y ahora aplicando la f�ormula del binomio de Newton	 se concluye�

eD � eN �
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�D N�n � eD�N

Otros resultados de inter�es	 f�acilmente deducibles utilizando s�olo la de�nici�on	 son�

Proposici�on�

e� � Id

Demostraci�on� Es inmediata	 ya que por de�nici�on e� � Id �  �
� � �  � � �

Proposici�on� Para cualquier matriz invertible B y A �M� se cumple�

eB�A�B
��

� B � eA �B��

Demostraci�on� Puede observarse que
�
B �A � B��

�n
� B � An �B��	 ya que

�B � A �B���n �B � A � B�� �B �A �B�� � � � � �B � A � B�� �
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Nota� Este �ultimo resultado eB�A�B
��

� B � eA �B�� tiene la siguiente interpretaci�on geom�etrica�
Si un endomor�smo T tiene A por matriz en una cierta base feig y B �A �B�� en otra base fe�

i
g

�siendo� por tanto� B la matriz de cambio de base entre ambas�� entonces la matriz eA representa
en la base feig un cierto endomor�smo S �al que llamaremos exponencial de T �� que en la base

fe�ig tendr�a por matriz a B �eA �B�� � eB�A�B
��

� por lo que es el endomor�smo asociado a eB�A�B
��

en la base fe�
i
g�

Por tanto� el endomor�smo asociado a eA en la base feig coincide con el endomor�smo asociado

a eB�A�B
��

en la base fe�ig y puede hablarse de la exponencial de un endomor�smo T como
aquel endomor�smo S cuya matriz en una cierta base se obtiene haciendo la exponencial de la
matriz de T en dicha base� Seg�un la discusi�on anterior� el resultado no depende de la base elegida�

Nota� Puesto que cualquier matriz A conmuta con �A� se tiene que Id � e� � eA���A� � eA �e�A�
As�� pues� eA es invertible y su inversa es e�A�

Nota� Por �ultimo� veamos que si D � d

dt
� entonces D

�
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�
� A � eA�t� Para ello aplicamos

D� que es lineal� a cada sumando de la serie
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obteniendo con ello�
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Ahora estudiemos c�omo calcular la exponencial de una matriz�
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� Si A es unamatriz nilpotente �Ak�� � � para alg�un k� entonces la serie es una suma �nita�

eA � IdA
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� Para una matriz A �M cualquiera existe un cambio de base en el que la matriz toma la
forma de Jordan	 diagonal m�as nilpotente�

A � B � �D N� �B��

donde D es diagonal	 N es nilpotente y ambas conmutan� En este caso

eA � eB��D�N��B�� � B � eD�N � B�� � B � �eD � eN � � B��

y tanto eD como eN pueden ser calculados por los procedimientos ya descritos	 por lo que
estos permiten calcular la exponencial de cualquier matriz�


