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Sea M = M™ (©) el espacio vectorial de las matrices de orden r x r con coeficientes en el cuerpo
C (analogamente se puede definir Mg trabajando en el cuerpo R). Consideremos un elemento suyo
Aent

oo 1

En analogfa con la definicién de la exponencial sobre el cuerpo de los reales: e* = Y7 / —~a™,

se define en 9 la exponencial de la matriz A como:
o 1
A _ AN
e = Z n!A
n=0

En esta definicién conviene puntualizar una serie de advertencias. Por un lado, se entiende que
n veces

Ar=A.. . A A°=1Id,n'=1-2-...-ny0! =1. Por otra parte, en la definicién aparece una
suma de infinitos términos, una serie, cuya convergencia a un elemento de 9t conviene garantizar
antes de continuar utilizando este tipo de expresiones. En lo sucesivo admitiremos que todas las
series que aparecen en los cédlculos que se realizan son convergentes. Este es un resultado nada
inmediato pero cuya demostracién dejaremos de lado al tratarse de un problema més analitico que
algebraico.

Para estudiar las propiedades de la exponencial en R un instrumento de gran utilidad es el
binomio de Newton, que asegura que (a + b)" = Y, (7)a*b"=". Por desgracia (o no), este
resultado no es generalizable a elementos de 9. Para generalizarlo, es necesario que los elementos
conmuten.

Proposicién (Binomio de Newton). Sean A y B dos matrices de MM que conmutan (esto es,
A-B=DB-A). Entonces:

n

A+B)" =3 (Z) Ak . gk

k=0

Demostracién. Paran = 0 es inmediato: (A+ B)° =Id=1-Id-Id = (8) -A°. B

Supongamos que la férmula del binomio es valida para n — 1:

n—1

rmr=g (1)

k=0

Probemos que es vélida para n.

(A+B)"=(A+B)" ' - (A+B) = (g: (n;1>A’“ -B”l’“> -(A+B) =

k=0
n—1 n 1 n—1 n 1
— - Ak . Bn—l—k A - k. pn—-1—k _*
( L ) +y . A B B
k=0 k=0
n—1 n—1
_ Z <”; 1>Ak+1 . pn—l-k Z (n;1>Ak Bk =
k=0 k=0

" /n—1 — -1 et
:Z<l_1>Al.B l+z< l )AlB l_

(e S () () (1)

n

n—1
=A"+ ) (7)/11 Bty BT =" (Z)A’“ Bk
=1

k=0

donde en * hemos utilizado el que A-B = B-A para sustituir A*-B* 1=%.4 por A¥.A-B»"1=%, O
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Este resultado permite establecer una propiedad fundamental de la exponencial cuyo uso sera

de gran utilidad para el cdlculo efectivo de la misma:

Proposicién. Si D y N son dos elementos de MM que conmutan, entonces e =e

Demostracion. Por definicién:

o0 1 o0
D E k N E l
’ k=0 k! , ’ =0 i

Multiplicando ambos, tendremos:

Sumando siempre primero todos los elementos tales que k + [ = n para cadan =0, ...

tiene:
‘i(Z 1 _Dk_Nnk> ! <i<n>Dk_Nnk>
”'_n:O = kl(n — k)! _n:() nl \ & \k
y ahora aplicando la férmula del binomio de Newton, se concluye:

o0
1
eD‘eNZE _'(D+N)n:eD+N
n.

n=0

Otros resultados de interés, facilmente deducibles utilizando sélo la definicién, son:

Proposicion.

e =1Id

Demostracion. Es inmediata, ya que por definicién e® = I'd + 0 + % -0+ ...
Proposicién. Para cualquier matriz invertible B y A € 9, se cumple:

—1
eB-A-B —B. eA X B—l

Demostracidn. Puede observarse que (B-A-B~')" =B A" B!, ya que

(B-A-B"Y'=B-A-B™"-B-A-B™'-....B-A-B™! =
=B-A-Id-A-Id-...-Id-A-B™ ' =
=B-A-...-A-B™'=B.A". B!

por lo que

e <1

—1 1
B-A-B § —1\n § n -1 _ § n -1 _ A
n=0

n=0 n=0

D+N D .

.B!

O
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Nota. Este iltimo resultado eB 4B~ = B-eA - B! tiene la siguiente interpretacion geométrica:

Si un endomorfismo T tiene A por matriz en una cierta base {e;} y B-A-B~! en otra base {e}}
(siendo, por tanto, B la matriz de cambio de base entre ambas), entonces la matriz e* representa
en la base {e;} un cierto endomorfismo S (al que llamaremos exponencial de T ), que en la base
{e'} tendrd por matriz a B-e*-B~! = eB-A-B™ B-A-B~
en la base {e}}.

, por lo que es el endomorfismo asociado a e

Por tanto, el endomorfismo asociado a e”

-1
eB-A-B

en la base {e;} coincide con el endomorfismo asociado
en la base {e}} y puede hablarse de la exponencial de un endomorfismo T como
aquel endomorfismo S cuya matriz en una cierta base se obtiene haciendo la exponencial de la
matriz de T en dicha base. Segin la discusion anterior, el resultado no depende de la base elegida.

Nota. Puesto que cualquier matriz A conmuta con —A, se tiene que Id = €® = eAt(=A4) = A=A,

Asi pues, e es invertible y su inversa es e 4.

Nota. Por iltimo, veamos que si D = % , entonces D (eA't) = A-eAt. Para ello aplicamos
D, que es lineal, a cada sumando de la serie %(A 1) (que es uniformemente convergente),
obteniendo con ello:

oo

Z D(A™ - t") :i%m-n-tn*l:

in_lm = Azk,Ak th=A.e"

Ahora estudiemos como calcular la exponencial de una matriz.

ai 0
e Si A es una matriz diagonal A =
0 ar
Entonces
ak 0
Ar =
0 ak
Por lo que
> ak 0 et 0
eA = "L . = t. .
0 > Hak 0 et

e Si A es una matriz nilpotente (A**! = 0 para algiin k) entonces la serie es una suma finita:

1
A 2 k
—Id+A+—2!A +k'A

e Para una matriz A € 91 cualquiera existe un cambio de base en el que la matriz toma la
forma de Jordan, diagonal més nilpotente:

A=B-(D+N)-B™!
donde D es diagonal, N es nilpotente y ambas conmutan. En este caso

ed = B (DFN)B™" — B DN . p=1 = B.(¢P.¢N). B!

y tanto e” como eV pueden ser calculados por los procedimientos ya descritos, por lo que
estos permiten calcular la exponencial de cualquier matriz.



