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Cálculo de Cartan en variedades.

M variedad diferenciable n-dimensional.
C∞(M) su anillo de funciones diferenciables.
X(M) su C∞(M)-módulo de campos vectoriales diferenciables.
Ω1(M) su C∞(M)-módulo de 1-formas diferenciables.
T(M) = ⊕r,sT

s
r(M) el álgebra tensorial de M.

Ω(M) = ⊕rΩr(M) el álgebra exterior de M.
Sr =Grupo simétrico r= Grupo de permutaciones de los elementos {1, . . . , r}

PRODUCTO TENSORIAL

Campos de tensores r-covariantes, s-contravariantes en M:
Ts

r(M) = Multlin(X(M) × . . .(r) × X(M) × Ω1(M) × . . .(s) × Ω1(M), C∞(M)).

X(M) × . . .(r) × X(M) × Ω1(M) × . . .(s) × Ω1(M)
T s

r
// C∞(M)

(D1, . . . , Dr, ω
1, . . . , ωs)

�

// T s
r (D1, . . . , Dr, ω

1, . . . , ωs)

Se define T0
0(M) como C∞(M).

Definición: (T s
r , T̄

s̄
r̄ ) ∈ Ts

r(M) × Ts̄
r̄(M) 7→ T s

r ⊗ T̄ s̄
r̄ ∈ Ts+s̄

r+r̄(M)

(
T s

r ⊗ T̄ s̄
r̄

)
(D1, . . . , Dr+r̄, ω

1, . . . , ωs+s̄) = T s
r (D1, . . . , Dr, ω

1, . . . , ωs)·T̄ s̄
r̄ (Dr+1, . . . , Dr+r̄, ω

s+1, . . . , ωs+s̄)

Y se define f ⊗ T s
r = f · T s

r para f ∈ T0
0(M) = C∞(M).

Propiedades:

(T(M),+,⊗) es una C∞(M)-álgebra

• Asociativa: (T s
r ⊗ T̄ s̄

r̄ ) ⊗ T̂ ŝ
r̂ = T s

r ⊗ (T̄ s̄
r̄ ⊗ T̂ ŝ

r̂ )

• No conmutativa: T s
r ⊗ T̄ s̄

r̄ 6= T̄ s̄
r̄ ⊗ T s

r . Pero: T 0
r ⊗ T̄ s̄

0 = T̄ s̄
0 ⊗ T 0

r .

Si (D1, . . . , Dn) forman base del C∞(M)-módulo X(M) y (ω1, . . . , ωn) es su base dual, entonces:
ωi1 ⊗ . . .⊗ ωir ⊗Dj1 ⊗ . . .⊗Djs

con 1 ≤ i1, . . . , ir, j1, . . . , js ≤ n forman base de Ts
r(M).

(Nota: aunque en la variedad M no exista una base (global) de campos como la descrita, el resultado
puede aplicarse a cualquier abierto U ⊂ M y una base de campos en dicho abierto, como es el caso
de la base estándar inducida por un sistema de coordenadas locales).

PRODUCTO EXTERIOR

Se define Ω0(M) = C∞(M).
Operador de Hemisimetrización. Sea Tr ∈ T0

r(M). Se define (HTr) ∈ T0
r(M) por:

(HTr)(D1, . . . , Dr) =
1

r!

∑

σ∈Sr

sgn(σ)Tr(Dσ(1), . . . , Dσ(r))

Ωr(M) ⊆ T0
r(M) submódulo de los tensores hemisimétricos (aquellos para los que HTr = Tr) covariantes.

Definición del producto exterior: (Ωr, Ω̄r̄) ∈ Ωr(M) × Ωr̄(M) 7→ Ωr ∧ Ω̄r̄ ∈ Ωr+r̄(M):

Ωr ∧ Ω̄r̄ =
(r + r̄)!

r!r̄!
H(Ωr ⊗ Ω̄r̄)
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En particular ω ∧ ω̄ = ω ⊗ ω̄ − ω̄ ⊗ ω para cualesquiera ω, ω̄ ∈ Ω1(M).

Se define f ∧ Ωr = f · Ωr para f ∈ Ω0(M) = C∞(M)

Propiedades:

(Ω(M),+,∧) es una C∞(M)-álgebra

• Asociativa: (Ωr ∧ Ω̄r̄) ∧ Ω̂r̂ = Ωr ∧ (Ω̄r̄ ∧ Ω̂r̂)

• Anticonmutativa: Ωr ∧ Ω̄r̄ = (−1)r·r̄Ω̄r̄ ∧ Ωr

ω1 ∧ . . . ∧ ωr =
∑

σ∈Sr
sgn(σ)ωσ(1) ⊗ . . .⊗ ωσ(r) para todo ω1, . . . , ωr ∈ Ω1(M).

Si (D1, . . . , Dn) forman base del C∞(M)-módulo X(M) y (ω1, . . . , ωn) es su base dual, entonces:

• ωi1 ∧ . . . ∧ ωir con 1 ≤ i1 < . . . < ir ≤ n forman base del C∞(M)-módulo Ωr(M).

• ωi1 ∧ . . .∧ωir (Dj1 , . . . , Djr
) = sgn

(
i1 . . . ir
j1 . . . jr

)
, donde sgn indica el signo de la permutación

si j1, . . . , jr es una permutación de los ı́ndices i1, . . . , ir, o bien 0 si no son la misma colección
de ı́ndices.

• ωk1 ∧ . . . ∧ ωkr (X1, . . . , Xr) = det
(
a

kj

i

)

i,j=1...r
si los campos son Xi =

∑n
k=1 a

k
iDk.

PRODUCTO INTERIOR

Definición (D,T s
r ) ∈ X(M) × Ts

r(M) 7→ iDT
s
r ∈ Ts

r−1(M) (con r ≥ 1)

iDT
s
r (D1, . . . Dr−1, ω

1, . . . , ωs) = T s
r (D,D1, . . . , Dr−1, ω

1, . . . , ωs)

Se define iDT
s
0 = 0 si T s

0 ∈ Ts
0(M). (En particular iDf = 0)

Propiedades:

Es C∞(M)-lineal en ambas componentes.

iD(ω1 ⊗ . . .⊗ ωr ⊗D1 ⊗ . . .⊗Ds) = ω1(D) · ω2 ⊗ . . .⊗ ωr ⊗D1 ⊗ . . .⊗Ds

Lleva tensores hemisimétricos a tensores hemisimetricos: iDΩr ∈ Ωr−1(M), ∀Ωr ∈ Ωr(M)

iD es una antiderivación en el álgebra exterior. Para todo Ωr ∈ Ωr(M), Ω̄r̄ ∈ Ωr̄(M):

iD(Ωr ∧ Ω̄r̄) = (iDΩr) ∧ Ω̄r̄ + (−1)rΩr ∧ iDΩ̄r̄

Sobre los elementos de la base de Ωr(M) antes mencionada:

iD(ω1 ∧ . . . ∧ ωr) =ω1(D) · ω2 ∧ . . . ∧ ωr − ω2(D) · ω1 ∧ ω3 ∧ . . . ∧ ωr + . . .+

+ (−1)α−1ωα(D) · ω1 ∧ . . . ∧ ωα−1 ∧ ωα+1 ∧ . . . ∧ ωr + . . .+ (−1)r−1ωr(D) · ω1 ∧ . . . ∧ ωr−1

CONTRACCIÓN DE ÍNDICES

Sea T ∈ T1
1(M). Llamamos endomorfismo asociado a T a:

fT : Ω1(M) → Ω1(M) = Lin(X(M), C∞(M))
ω 7→ fT (ω) : D 7→ T (D,ω)

Es un endomorfismo del C∞(M)-módulo Ω1(M), que denotaremos por T (•, •) y su traza nos proporciona
un escalar sobre cada punto, luego una función sobre M, a la que denominaremos contracción (1, 1) del
tensor T :

C1
1T = tr (T (•, •))
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Dado T ∈ Ts
r(M) (r ≥ 1, s ≥ 1), llamamos contracción del ı́ndice k covariante con el ı́ndice l contravariante

de T al tensor Cl
kT ∈ Ts−1

r−1(M) definido por:

(Cl
kT )(D1, . . . , Dr−1, ω

1, . . . , ωs−1) = tr
(
T (D1, . . . , Dk−1, •, Dk, . . . , Dr−1, ω

1, . . . , ωl−1, •, ωl, . . . , ωs−1)
)

Propiedades:

Cl
k es C∞(M)-lineal: Cl

k(T + f · S) = Cl
k(T ) + f · Cl

k(S)

Sobre los elementos de una base:

Cl
k

(
ωi1 ⊗ . . .⊗ ωir ⊗Dj1 ⊗ . . .⊗Djl

)
= ωik(Djl

)·ωi1⊗. . .⊗ωik−1⊗ωik+1⊗. . .⊗ωir⊗Dj1⊗. . .⊗Djl−1
⊗Djl+1

⊗. . .⊗Djl

iDT = C1
1 (D ⊗ T )

DERIVADA DE LIE

Sobre las funciones (D, f) 7→ LDf = D(f) ∈ C∞(M)

Sobre campos vectoriales diferenciables: (D, D̄) ∈ X(M) × X(M) 7→ LDD̄ ∈ X(M) es el conmutador:

(LDD̄)(f) = [D, D̄](f) = D(D̄(f)) − D̄(D(f))

Sobre formas diferenciables (D,ω) ∈ X(M) × Ω1(M) 7→ LDω ∈ Ω1(M):

D(ω(D̄)) = (LDω)(D̄) + ω(LDD̄) , esto es, (LDω)(D̄) = D(ω(D̄)) − ω([D, D̄])

Sobre el álgebra tensorial se define análogamente: (D,T s
r ) ∈ X(M) × Ts

r(M) 7→ LDT
s
r ∈ Ts

r(M)

D (T s
r (D1, . . . , ωs)) = (LDT

s
r )(D1, . . . , ωs) + T s

r (LDD1, D2, . . . , ωs) + . . .+ T s
r (D1, . . . , LDωs)

Esto es, (LDT
s
r )(D1, . . . , ωs) = D (T s

r (D1, . . . , ωs)) − T s
r (LDD1, D2, . . . , ωs) − . . .− T s

r (D1, . . . , LDωs)

Propiedades:

Sobre X(M) × X(M):

• [D, D̄] = −[D̄,D]

• [D,D] = 0

• [D, . . .] es una derivación: [D,D1 + f ·D2] = [D,D1] +D(f) ·D2 + f · [D,D2]

• Identidad de Jacobi:

[D1, [D2, D3]] + [D2, [D3, D1]] + [D3, [D1, D2]] = 0

• Si (x1, . . . , xn) es un sistema de coordenada locales, entonces
[

∂
∂xi ,

∂
∂xj

]
= 0

Es R-lineal en ambas componentes .

Es una derivación para el producto tensorial:

LD(T s
r ⊗ T̄ s̄

r̄ ) = (LDT
s
r ) ⊗ T̄ s̄

r̄ + T s
r ⊗ (LDT̄

s̄
r̄ )

En particular: LD(f · T s
r ) = D(f) · T s

r + f · LDT
s
r

Transforma tensores hemisimétricos en tensores hemisimétricos: LDΩr ∈ Ωr(M), ∀Ωr ∈ Ωr(M)

Es una derivación para el producto exterior:

LD(Ωr ∧ Ω̄r̄) = (LDΩr) ∧ Ω̄r̄ + Ωr ∧ (LDΩ̄r̄)

Sobre los elementos df ∈ Ω1(M) cumple: LD(df) = d(D(f))

En el álgebra tensorial L[D,D̄]T
s
r = LD(LD̄T

s
r ) − LD̄(LDT

s
r ). En particular, esta fórmula también

es cierta para tensores hemisimétricos.

En el álgebra exterior i[D,D̄]Ωr = LDiD̄Ωr − iD̄LDΩr i[D,D̄]Ωr = iDLD̄Ωr − LD̄iDΩr
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DIFERENCIAL EXTERIOR

Sobre funciones: f ∈ C∞(M) 7→ df ∈ Ω1(M) = X(M)∗, definido por df(D) = D(f) ∈ C∞(M).

Sobre 1-formas diferenciables: ω ∈ Ω1(M) 7→ dω ∈ Ω2(M)

(dω)(D, D̄) = D(ω(D̄)) − D̄(ω(D)) − ω([D, D̄])

Sobre r-formas diferenciables: Ωr ∈ Ωr(M) 7→ dΩr ∈ Ωr+1(M)

(dΩr)(D1, . . . , Dr+1) =

r+1∑

α=1

(−1)α−1Dα

(
Ωr(D1, . . . , D̂α, . . . , Dr+1)

)
+

+

r+1∑

α,β=1

(−1)α+βΩr([Dα, Dβ ], D1, . . . , D̂α, . . . , D̂β , . . . , Dr+1)

Propiedades:

La diferencial exterior es R-lineal.

d es una antiderivación en el álgebra exterior:

d(Ωr ∧ Ω̄r̄) = (dΩr) ∧ Ω̄r̄ + (−1)rΩr ∧ dΩ̄r̄

en particular
d(f · Ωr) = df ∧ Ωr + f · dΩr

d ◦ d = 0, esto es d (dΩr) = 0

iDdΩr + diDΩr = LDΩr

La diferencial exterior conmuta con la derivada de Lie:

d(LDΩr) = LD(dΩr)

Fórmula de Stokes: Si Σ es un dominio en M con frontera orientable diferenciable a trozos ∂Σ,
entonces: ∫

Σ

dΩn−1 =

∫

∂Σ

i∗Ωn−1

donde i∗ es el pull-back de formas diferenciales asociado a la inclusión natural i : ∂Σ →֒ M.

Lema de Poincaré: Si U ⊂ M es un abierto homeomorfo a una bola de R
n, si r 6= 0 y si Ωr ∈ Ωr(U)

es cerrada (dΩr = 0), entonces es exacta (Ωr = dΩr−1 para algún Ωr−1 ∈ Ωr−1(U)).

PULL-BACK DE TENSORES COVARIANTES

Aplicación diferenciable: ϕ : M → Y induce para cada p ∈ M la aplicación lineal ϕ∗ : TpM → Tϕ(p)Y

definida por (ϕ∗Dp)(g) = Dp(g ◦ ϕ), para cualquier g ∈ C∞(Y ).
(Nota: Puede definirse en cada punto, pero no puede definirse ϕ∗ : X(M) → X(Y )).

Pull-back de tensores covariantes: Tr ∈ T0
r(Y ) 7→ ϕ∗Tr ∈ T0

r(M):

(ϕ∗Tr)p (D1
p, . . . , D

r
p) = (Tr)ϕ(p) (ϕ∗D

1
p, . . . , ϕ∗D

r
p)

Propiedades:

ϕ∗ es R-lineal, ϕ∗(Ωr(Y )) ⊆ Ωr(M)

Id∗
M = IdTr(M), (ϕ ◦ ψ)∗ = ψ∗ ◦ ϕ∗

ϕ∗(Tr ⊗ T̄r̄) = ϕ∗Tr ⊗ ϕ∗T̄r̄ ϕ∗(Ωr ∧ Ω̄r̄) = (ϕ∗Ωr) ∧ (ϕ∗Ω̄r̄)

En particular: ϕ∗(f · Tr) = (f ◦ ϕ) · ϕ∗Tr

Conmuta con la diferencial exterior: d (ϕ∗Ωr) = ϕ∗ (dΩr)
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ACCIÓN DE LOS AUTOMORFISMOS

Automorfismo ϕ : M → M (Diferenciable, con inversa diferenciable).

Acción sobre las funciones: f ∈ C∞(M) 7→ ϕ · f ∈ C∞(M) definida por

(ϕ · f)(p) = f(ϕ−1(p))

Acción sobre los campos vectoriales diferenciables: D ∈ X(M) 7→ ϕ ·D ∈ X(M) definida por

(ϕ ·D)(f) = ϕ ·
(
D(ϕ−1 · f)

)
∈ C∞(M) , esto es, (ϕ ·D)p = ϕ∗(Dϕ−1(p)) ∈ TpM

Acción sobre las 1-formas diferenciables: ω ∈ Ω1(M) 7→ ϕ · ω ∈ Ω1(M) definida por

(ϕ · ω)(D) = ϕ ·
(
ω(ϕ−1 ·D)

)
, esto es, (ϕ · ω)p = (ϕ−1)∗ωϕ−1(p) ∈ T ∗

p M

Acción sobre los tensores: T s
r ∈ Ts

r(M) 7→ ϕ · T s
r ∈ Ts

r(M) definida por:

(ϕ · T s
r )(D1, . . . , Dr, ω

1, . . . , ωs) = ϕ ·
(
T s

r (ϕ−1 ·D1, . . . , ϕ
−1 ·Dr, ϕ

−1 · ω1, . . . , ϕ−1 · ωs)
)
∈ C∞(M)

Esto es, (ϕ · T s
r )p (D1

p, . . . , D
r
p, ω

1
p, . . . , ω

s
p) = (T s

r )ϕ−1(p) (ϕ−1
∗ D1

p, . . . , ϕ
−1
∗ Dr

p, ϕ
∗ω1

p, . . . , ϕ
∗ωs

p)

Propiedades:

ϕ· es R-lineal.

(ϕ ◦ ψ) · T s
r = ϕ · (ψ · T s

r ) Id ·T s
r = T s

r

ϕ ·
(
T s

r ⊗ T̄ s̄
r̄

)
= (ϕ · T s

r ) ⊗
(
ϕ · T̄ s̄

r̄

)

ϕ ·
(
Ωr ∧ Ω̄r̄

)
= (ϕ · Ωr) ∧

(
ϕ · Ω̄r̄

)

Lϕ·D(ϕ · T s
r ) = ϕ · (LDT

s
r )

iϕ·D (ϕ · T s
r ) = ϕ · (iDT

s
r )

d (ϕ · Ωr) = ϕ · (dΩr)

Si ϕ : U → ϕ(U) es difeomorfismo, entonces:
∫

U
Ωn =

∫
ϕ(U)

ϕ · Ωn

Grupo uniparamétrico {ϕt}t∈R
⊂ Aut(M) asociado a un campo D ∈ X(M) está definido por:

ϕ0 = Id, D(f) = ĺım
t→0

f − ϕt · f

t
, esto es, ϕ0(p) = p, Dp(f) = ĺım

t→0

f(ϕt(p)) − f(p)

t

Interpretación geométrica de la derivada de Lie:

Si {ϕt}t∈R
es el grupo uniparamétrico de automorfismos asociado a D ∈ X(M), entonces:

(LDT
s
r )p = ĺım

t→0

(T s
r )p − (ϕt · T

s
r )p

t
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EXPRESIONES EN COORDENADAS

Coordenadas locales en U ⊂ M: Homeomorfismo x : U → V ⊂ R
n

Sus componentes son funciones xi : U → R, a las que denominamos funciones coordenadas.
Diremos que un punto p ∈ U ⊂ M tiene coordenadas (a1, . . . , an) si x(p) = (a1, . . . , an).

Notación: Toda función expresada mediante letras en tipo itálico, será una función sobre el abierto U ⊂ M.
Toda función sobre un abierto de R

n se escribirá con letra de tipo roman, en la forma f(x1, . . . , xn), donde
x1, . . . , xn representan las funciones coordenadas cartesianas de R

n.

Toda función f sobre U puede escribirse como f ◦x, siendo f : V ⊂ R
n → R. Se denotará por f la función

en U y por f(x1, . . . , xn) la función correspondiente sobre V ⊂ R
n. En particular, dado otro sistema de

coordenadas x̄ : U → V̄ ⊂ R
n, sus componentes son funciones x̄i sobre U , y estas se pueden expresar,

usando la carta local x : U → V como acabamos de indicar, mediante funciones x̄i(x1, . . . , xn) : V̄ ⊂ R
n →

R, de forma que x̄i es composición x̄i ◦ x

El sistema de coordenadas induce una noción de derivada direccional: Si f es una función sobre U ⊂ M y
p ∈ U es un punto, podemos tomar f(x1, . . . , xn), función sobre un abierto de R

n, y calcular la derivada
parcial i-ésima de esta función en el punto (a1, . . . , an) = x(p). A este valor lo denotaremos por:

∂f

∂xi
(p) :=

(
∂f(x1, . . . , xn)

∂xi

)
(a1, . . . , an)

De esta forma, ∂f
∂xi es una función sobre U (Siempre que las derivadas parciales existan).

Las derivaciones
(

∂
∂xi

)
p

forman una base del espacio tangente en p ∈ M. Se suelen denotar estos vectores

por (e1, . . . , en). Las diferenciales dxi, definidas por dxi(Dp) = Dp(x
i) (donde D debe entenderse como

una derivación), forman una base del espacio cotangente en p ∈ M. Se suele denotar estos covectores por
(e1, . . . , en).

Todo campo vectorial en el abierto coordenado U puede describirse en la forma:

D =

n∑

j=1

Dj ∂

∂xj

siendo Di funciones sobre U . Se llamará a estas “las componentes del campo D en el sistema de coorde-
nadas (U, x)”.

Todo campo de covectores en el abierto U puede expresarse en la forma:

ω =

n∑

i=1

ωidx
i

donde ωj son funciones sobre U . Se llamará a estas “las componentes del campo ω en el sistema de
coordenadas (U, x)”.

Todo campo de tensores de tipo (r, s), T ∈ Ts
r(M) puede expresarse en el abierto coordenado U como

T =

n∑

i1,...,ir

j1,...,js

T
j1...js

i1...ir
dxi1 ⊗ . . .⊗ dxir ⊗

∂

∂xj1
⊗ . . .⊗

∂

∂xjs

Donde T j1,...,js

i1,...,ir
son funciones sobre U ⊂ M. Se llamará a estas “las componentes del campo T en el

sistema de coordenadas (U, x)”.

Siempre que dispongamos de dos sistemas de coordenadas x : U → V y x̄ : U → V̄ en el abierto U ,

podremos hablar de las funciones ∂x̄i

∂xj y de las funciones ∂xi

∂x̄j sobre U ⊂ M.

Fórmula de cambio de coordenadas para campos:

Campos vectoriales

D =

n∑

j=1

Dj ∂

∂xj

D =
n∑

j=1

D̄j ∂

∂x̄j






⇒ D̄j =

n∑

l=1

∂x̄j

∂xl
Dl
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Campos de covectores

ω =

n∑

i=1

ωidx
i

ω =
n∑

i=1

ω̄idx̄
i






⇒ ω̄i =

n∑

k=1

∂xk

∂x̄i
ωk

Campos de tensores

T =

n∑

i1,...,ir

j1,...,js

T
j1...js

i1...ir
dxi1 ⊗ . . .⊗ dxir ⊗

∂

∂xj1
⊗ . . .⊗

∂

∂xjs

T =

n∑

i1,...,ir

j1,...,js

T̄
j1...js

i1...ir
dx̄i1 ⊗ . . .⊗ dx̄ir ⊗

∂

∂x̄j1
⊗ . . .⊗

∂

∂x̄js






⇒ T̄
j1...js

i1...ir
=

n∑

k1,...,kr

l1,...,ls

∂xk1

∂x̄i1
. . .

∂xkr

∂x̄ir

∂x̄j1

∂xl1

∂x̄js

∂xls
T l1...ls

k1...kr

Nota: Observemos en detalle la fórmula de cambio para campos vectoriales (la misma observación se-
guirá siendo válida para cualquier campo de tensores). La fórmula dada es válida cuando se piensa en
todas las funciones como funciones sobre U . Sin embargo si estas funciones se expresasen en los abiertos
correspondientes de R

n, debeŕıamos decir que Di suele representarse como funciones Di(x1, . . . , xn) sobre
V ⊂ R

n mediante el sistema de coordenadas definido por x : U → V , mientras que las funciones D̄j suelen
representarse como funciones D̄j(x1, . . . , xn) sobre V̄ ⊂ R

n mediante el sistema de coordenadas definido
por x̄ : U → V̄ . Estas funciones D̄i (que no son las funciones D̄i), sobre cualquier punto (x̄1, . . . , x̄n) ∈ V̄ ,
pueden computarse usando las funciones Dj y las fórmulas:

D̄j(x̄1, . . . , x̄n) =

n∑

j=1

(
∂x̄j(x1, . . . , xn)

∂xl

)

(x1(x̄1,...,x̄n),...,xn(x̄1,...,x̄n))

Dl(x1(x̄1, . . . , x̄n), . . . , xn(x̄1, . . . , x̄n))

donde xi(x̄1, . . . , x̄n) son las funciones que representan a las xi en el sistema de coordenadas x̄ : U → V̄ .
Esta es la fórmula más habitual cuando se realiza cálculo diferencial en R

n.

En lo sucesivo fijaremos una carta local (U, x), respecto de la cual estan dadas las componentes de los
distintos tensores con los que trabajemos.

Expresión en coordenadas del producto tensorial:

Si T ∈ Ts
r(M) tiene componentes (T j1...js

i1...ir
) y S ∈ Ts̄

r̄(M) tiene componentes (Sj1...js̄

i1...ir̄
), entonces T ⊗ S ∈

Ts+s̄
r+r̄(M) tiene componentes:

(T ⊗ S)
j1...jsjs+1...js+s̄

i1...irir+1...ir+r̄
= T

j1...js

i1...ir
· S

js+1...js+s̄

ir+1...ir+r̄

Si T ∈ Ts
r(M) tiene componentes (T j1...js

i1...ir
) y S ∈ Ts

r(M) tiene componentes (Sj1...js

i1...ir
) entonces T + S ∈

Ts
r(M) tiene componentes:

(T + S)j1...js

i1...ir
= T

j1...js

i1...ir
+ S

j1...js

i1...ir

Si T ∈ Ts
r(M) tiene componentes (T j1...js

i1...ir
) y f es una función en M, entonces f · T ∈ Ts

r(M) tiene
componentes:

(f · T )j1...js

i1...ir
= f · T j1...js

i1...ir

Producto interior:

Si D ∈ X(M) tiene componentes (Di) y T ∈ Ts
r (con r ≥ 1) tiene componentes (T j1...js

i1...ir
), entonces

iDT ∈ T s
r−1(M) tiene componentes:

(iDT )j1...js

i1...ir−1
=

n∑

k=1

DkT
j1...js

ki1...ir−1
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Contracción de ı́ndices:

Si T ∈ Ts
r(M) tiene componentes (T j1...js

i1...ir
) entonces Cl

kT ∈ Ts−1
r−1(M) tiene componentes:

(
Cl

kT
)j1...js−1

i1...ir−1
=

n∑

α=1

T
j1...jl−1αjl...js−1

i1...ik−1αik...ir−1

Derivada de Lie:

Sea D ∈ X(M) un campo vectorial con componentes (Di).

Si D̄ ∈ X(M) tiene componentes (D̄i), entonces el paréntesis de Lie LDD̄ = [D, D̄] tiene componentes:

(LDD̄)j = ([D, D̄])j =

n∑

k=1

(
Dk ∂D̄

j

∂xk
− D̄k ∂D

j

∂xk

)

Si ω ∈ Ω1(M) tiene componentes (ωj), entonces LDω ∈ Ω1(M) tiene componentes:

(LDω)i =

n∑

k=1

(
Dk ∂ωi

∂xk
+ ωk

∂Dk

∂xi

)

Si T ∈ Ts
r(M) tiene componentes (T j1...js

i1...ir
) entonces LDT ∈ Ts

r(M) tiene componentes:

(LDT )j1...js

i1...ir
=

n∑

k=1

(
Dk

∂T
j1...js

i1...ir

∂xk
+

r∑

α=1

T
j1...js

i1...iα−1kiα+1...ir

∂Dk

∂xiα
−

r∑

α=1

T
j1...jα−1kjα+1...js

i1...ir

∂Djα

∂xk

)

Álgebra exterior:

Para simplificar la notación, siempre que dispongamos de una familia de funciones (Ti1...ik
), conocidas para

cualquier elección de ı́ndices 1 ≤ i1, . . . , ik ≤ n, denotaremos para una colección de enteros (j1, . . . , jk)
por T[j1...jk] a la función:

T[j1...jk] =
1

k!

∑

σ∈Sk

sgn(σ)Tjσ(1)...jσ(k)

(Por ejemplo: T[834] = 1
6 (T834 + T348 + T483 − T843 − T384 − T438))

Operador de Hemisimetrización:

Si T ∈ T0
r(M) tiene componentes (Ti1...ir

), entonces la hemisimetrización de T es un tensor HT ∈ Ωr(M)
cuyas componentes son:

(HT )i1...ir
=

1

r!

∑

σ∈Sr

sgn(σ)Tiσ(1)...iσ(r)
= T[i1...ir]

Si T ∈ T0
r(M) es un tensor hemisimétrico, entonces para cualquier colección de ı́ndices i1, . . . , ir y cualquier

permutación σ ∈ Sr se cumple Tiσ(1)...iσ(r)
= sgn(σ)Ti1...ir

. En consecuencia Ti1...ir
= T[i1...ir]. De hecho,

cualquiera de estas dos afirmaciones caracteriza los tensores hemisimétricos.

Producto exterior:

Con esta notación, si Ω ∈ Ωr(M) es un tensor hemisimétrico r-covariante cuyas componentes son (Ωi1...ir
)

y Ω̄ ∈ Ωr̄(M) es un tensor hemisimétrico r̄-covariante cuyas componentes son
(
Ω̄j1...jr̄

)
, entonces el tensor

Ω ∧ Ω̄ tiene por componentes:

(
Ω ∧ Ω̄

)
k1...krkr+1...kr+r̄

=
1

r!r̄!

∑

σ∈Sr+r̄

sgn(σ)Ωkσ(1)...kσ(r)
Ω̄kσ(r+1)...kσ(r+r̄)

:= Ω[k1...kr|Ω̄|kr+1...kr+r̄]

Donde en lo sucesivo, también para simplificar, siempre que dispongamos de una colección de funciones
(Ti1...ik+l

), indicamos por

T[j1...jk|jk+1...jk+l] =
1

k!l!

∑

σ∈Sk+l

sgn(σ)Tjσ(1)...jσ(k+l)
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Aśı por ejemplo, si tenemos ω ∈ Ω1(M) y Ω̄ ∈ Ω2(M), entonces Ω̄ij = −Ω̄ji y:

(ω ∧ Ω̄)834 = ω[8|Ω̄|34] =
1

2

(
ω8Ω̄34 + ω3Ω̄48 + ω4Ω̄83 − ω8Ω̄43 − ω3Ω̄84 − ω4Ω̄38

)
=

= ω8Ω̄34 + ω3Ω̄48 + ω4Ω̄83

Diferencial exterior:

Si Ω ∈ Ωr(M) es un tensor hemisimétrico r-covariante con componentes Ωi1...,ir
, entonces dΩ es un tensor

hemisimétrico (r + 1)-covariante con componentes:

(dΩ)i1...ir+1
=

r+1∑

α=1

(−1)α−1 ∂Ωi1...iα−1iα+1...ir

∂xiα
=

1

1!r!

∑

σ∈Sr+1

sgn(σ)
∂Ωiσ(2)...iσ(r+1)

∂xiσ(1)
=
∂Ω|i2...ir+1]

∂x[i1|

Integración:

Integración de una n-forma diferencial en un dominio Σ contenido en una carta local (U, x).

Sólo consideraremos cartas (U, x) positivamente orientadas (Con esto queremos decir que los vectores
tangentes ∂

∂x1 , . . . ,
∂

∂xn tiene orientación positiva según el convenio elegido de orientación).

Si Ω ∈ Ωn(M) es una n-forma, entonces Ω = f · dx1 ∧ . . .∧ dxn y sus componentes son todas de la forma

Ωi1...in
= f · sgn

(
1 . . . n

i1 . . . in

)
. Consideremos la función f(x1, . . . , xn) : V ⊂ R

n → R asociada a f (esto

es, f = f ◦x). Si Σ ⊂ U es un dominio contenido en el abierto coordenado (U, x), y S = x−1(Σ) ⊂ V ⊂ R
n

es el dominio correspondiente en R
n, entonces:

∫

Σ

Ω =

∫

S

f(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn

Con esta expresión y la dada para la diferencial exterior, la fórmula de Stokes en variedades de dimensión
2 y 3 es simplemente las clásicas fórmulas de Stokes y Greene para funciones de variable real.

Morfismos inducidos en el álgebra tensorial:

Sea ϕ : M → Y una aplicación diferenciable entre dos variedades de dimensión n y m, respectivamente.
Sean (U, x) y (U ′, y) entornos coordenados en M e Y para los cuales ϕ(U) ⊂ U ′. En este caso las funciones
ϕi = yi ◦ ϕ son funciones sobre U ⊂ M, que nos dan las “ecuaciones” de la aplicación ϕ:

yi(ϕ(p)) = ϕi(p)

La aplicación inducida en los espacios tangentes es ϕ∗ : TpM → Tϕ(p)Y

ϕ∗

(
n∑

k=1

λk

(
∂

∂xk

)

p

)
=

n∑

k,j=1

λk ∂ϕ
j

∂xk
(p)

(
∂

∂yj

)

ϕ(p)

Pull-back de tensores covariantes: Tr ∈ T0
r(Y ) 7→ ϕ∗Tr ∈ T0

r(M).

ϕ∗




n∑

i1,...,ir

Ti1...,ir
dyi1 ⊗ . . .⊗ dyir



 =
n∑

i1,...,ir

j1,...,jr

(Ti1...ir
◦ ϕ)

∂ϕi1

∂xj1
. . .

∂ϕip

∂xjr
dxj1 ⊗ . . .⊗ dxjr

Acción de los automorfismos:

Sea ϕ : M → M un automorfismo de M que, en el abierto coordenado (U, x), puede representarse mediante
las ecuaciones xi(ϕ(p)) = ϕi(p) para ciertas funciones ϕi.

(Vamos a considerar, por tanto, que estamos trabajando sólo en el abierto dado por los puntos p ∈ U

tales que ϕ(p) siga estando en U . El abierto U ∩ ϕ−1(U)).
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Denotaremos por Ai
j la matriz de funciones ∂ϕi

∂xj , y por Bi
j la matriz inversa (Esto es, las funciones Bi

j

satisfacen en cualquier punto las igualdades:
∑n

k=1B
i
k(q)Ak

j (q) = δi
j)

Ai
j(p) =

(
∂ϕi

∂xj

)

p

Bi
j(p) =

(
∂ψi

∂xj

)

ϕ(p)

donde ψ ◦ ϕ = Id y ψi(p) = xi(ψ(p))

Si T ∈ Ts
r(M) es un campo de tensores con componentes (T j1...js

i1...ir
) entonces ϕ ·T es un campo de tensores

cuyas componentes están dadas por:

(ϕ · T )
j1...js

i1...ir
=




n∑

k1,...,kr

l1,...,ls

T l1...ls
k1...kr

A
j1
l1
. . . A

js

ls
Bk1

i1
. . . Bkr

ir


 ◦ ϕ−1 =

=

n∑

k1,...,kr

l1,...,ls

(T l1...ls
k1...kr

◦ ϕ−1) ·

(
∂ϕj1

∂xl1
◦ ϕ−1

)
· . . . ·

(
∂ϕjs

∂xls
◦ ϕ−1

)
·
∂ψk1

∂xi1
· . . . ·

∂ψkr

∂xir

Compárese esta fórmula con el remark que se hizo al hablar de cambio de coordenadas para campos
vectoriales.
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