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El método Simplex

Considérese el problema de programacién lineal dado en forma estdndar cuyo conjunto de soluciones
factibles es:
aiq e A1n X1 b1 Iy 0
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y consistente en minimizar (o maximizar) la funcién objetivo:
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En lo sucesivo llamaremos A a la matriz de restricciones, que supondremos de rango maximo m < n,
Ak bl

sus columnas las denotaremos por a; = : y llamaremos b a la matriz
Amk bm
Dicho espacio de soluciones factibles forma una subvariedad afin de R™ de dimensién n — m.

Tengamos una solucién factible bésica (21, ..., Zm, Tm41, . - . Tn) donde 21, . .., z,, sean variables basi-
cas (y por tanto, 11 = ... =z, = 0).

En esta situacion, tomando la matriz B formada por las columnas a; hasta a,,, de forma que A =
(B| N), las restricciones se pueden expresar en la forma:
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Y al ser B~!-A = (Id| B~*N) la solucién factible bésica vendrd dadapor | : | =B ''b, @41 =
Tom,
. = x, = 0. Por tanto, z1,...,%,, pueden expresarse en nuestra subvariedad como funciones de

Tmt1,-- - Tpn, que formardn una base del espacio de las funciones lineales sobre ella.

El valor 6ptimo se alcanza en los vértices del recinto considerado, esto es, en alguna de las soluciones
factibles basicas.

El algoritmo simplex describe un procedimiento mediante el cual pasar de una solucion factible

bésica (z1,...,z,) a otra donde la funcién objetivo tome un valor més favorable, si es que ello es posible.
El proceso a seguir es, geométricamente, el siguiente:

Si se deja libre el valor de algin zj de los z,,41,...,2, manteniendo nulos el resto, tendremos la
ecuacion de una recta en nuestro espacio de soluciones factibles, cuyas ecuaciones seran:

Tmt1 =0,..., 2, =¢t,...,2, =0
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que pueden escribirse en la formas:

g1 =0,...,2,=1%,...,2, =0 Tmt1=0,...,2,=¢t,...,2, =0
X T
tt-Blag=B1b (| . |=B'b—t.-B1.a
Tm Tm
A
Por lo tanto, aumentar x; en t unidades supone disminuir en t- B! . a; unidades.
mm

Teniendo esto en cuenta, la funcién objetivo ¢; - 1 + ... + ¢, -z, (cuando xp aumenta ¢ unidades)
incrementars su valor en t - (ck —(c1...cm) - B7L- ak).

Si el problema consiste en encontrar un minimo, interesa variar zj sélo si ese valor es negativo, esto
es: zp —cx > 0 (donde zp = (c1...¢m) - B™1 - ay). Silo que se busca, por el contrario, es un maximo,
variaremos xj sélo si zp — ¢ < 0. En todo caso, tras el cambio realizado de xx = 0 a otro valor de zg, la
funcién objetivo se habra incrementado en (¢ — z) - k. Si 2z, — ¢, = 0, entonces la funcién objetivo se
mantiene constante sobre todos los puntos de la recta considerada.

Variando, pues, xj todo lo que queramos, podriamos aumentar o disminuir la funcién objetivo ar-
bitrariamente. Sin embargo, x; no varia libremente, sino que esta sujeto a las restricciones x; > 0Vi.
Por tanto, puede aumentarse z; sélo hasta el punto en que algiin x; pase a ser nulo. Aumentarlo maés
supondria salirse del conjunto de soluciones factibles.

Recordemos, pues, las ecuaciones de nuestra recta
1 ctey Y1k
=B l'.b—t-Bl.a,= : —t

Tm, cten, Ymk

Aquellas variables z; para las que y;; < 0 no se hardn nunca negativas por mucho que aumentemos

x = t, pero aquellas para las que y;; > 0 pasan a ser nulas y después negativas en cuanto ¢ alcanza ?f—i
k2

Asi pues, podemos alcanzar a lo mas el valor:

t.
t = min {ceZ: Yik >0}
Yik

cte;

Dado que ¢ puede venir limitado por un cierto valor =<t por la ecuacién x; > 0, a la variable x;
que provoca esta acotacién se le llama variable de bloque(Z). Dicha variable se anula al tomar el punto
¢ de la recta considerada, saliendo por ello z; del conjunto de variables bésicas y entrando en su
lugar 50116, para dar otro vértice. Al elemento y;; que se utiliza se le llama pivote.

T =

Ejemplo

Sirva como ilustracién la figura 1 en la que se tiene un recinto en el octante positivo de R? definido
por la ecuacién x1 + x2 4+ 223 = 4. Partiendo de V; = (0,0, 2), solucién donde la variable bésica es 3,
podemos incrementar x; ,moviéndonos a lo largo de una recta, pero sélo hasta el punto V5, donde z; = 4
y x3 se anula, bloqueando cualquier avance en esta direccion.

Conclusiones

1. Sizp —cp <0VEk=m+1,...,n, entonces no se puede hacer menor la funcién objetivo
moviéndose a ninguin vértice adyacente. En esta situacién, los k para los que 2z — ¢ = 0 definen
las caras, aristas, etc. sobre los que la funcién objetivo mantiene su valor.

2. Si z; — ¢, > 0 para alguin k, entonces si deberia poder hacerse menor la funcién objetivo
Yik
en uno de sus vértices adyacentes. Considérese el vector B~la; =

Ymk
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Figura 1: Método simplex en 3 dimensiones

rp >0 73, variable de bloqueo
i) 2 0
T3 20 Restricciones

ZE1+ZL’2+2£L’3:4

a) Si todas sus componentes son negativas o nulas, entonces no hay variable de bloqueo y
en la direccién en la que x; aumenta, la funcién objetivo no esta acotada y se hace tan
pequena como se desee con sélo movernos a lo largo de la arista definida por xy.

b) Si alguna componente es positiva, aparece una variable de bloqueo. El crecimiento de

‘Z—i Yik > 0}. La mejora de la funcién objetivo

xj, debe interrumpirse en el valor ¢ = min {
es (Zk — Ck) Tk
¢) Siese Cyt—‘i es cero (luego cte; = 0, solucién factible basica degenerada), entonces el avance
k2
que se puede realizar en la direccién zj, es de 0 unidades, y por tanto, el vértice asociado a
las nuevas variables basicas es en realidad el mismo punto, no disminuyendo la funcién

objetivo.

Obsérvese que uno puede seguir moviéndose entre las soluciones factibles basicas degeneradas, saliendo
de esta situacién si se disminuye la funcién objetivo en algin paso, o bien corriendo el riesgo de entrar
en un ciclo en el que, intentando disminuir la funcién objetivo, simplemente se vuelva una y otra vez
al mismo vértice (problema de ciclado). Para evitarlo un remedio simple consiste en descartar en
cada paso todas aquellas colecciones de variables bdsicas que hayan sido ya estudiadas (y,por tanto, que
provocarfan la entrada en un ciclo si se volviesen a usar).

Sélo una vez que se tenga la seguridad de que para ninguna coleccién de variables bésicas que
representan al vértice problematico existe un vértice adyacente en el que la funcién objetivo se haga
menor, se podra asegurar que la solucién degenerada que se tiene es la solucién 6ptima buscada.

Implementacion del método simplex en formato de tablas

El procedimiento antes descrito permite establecer de forma algoritmica un procedimiento para resol-
ver problemas estandar de programacién lineal. Llamaremos tabla simplex asociada al problema simplex

antes descrito y al vértice dado por las variables bésicas z,,, ... Z,,, a la siguiente tabla:
o Ta, Za,, z; Tk Valor
z 0 0 0 Zj —¢j 2L — Ck > eq,cte;
Ta, 1 0 0 Y1j Y1k cter
T, 0 1 0 Yij Yik cte;
Za,, 0 0 1 Ymj Ymk cte,,
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En esta tabla estd representada la informacién bésica del problema de programacion lineal conside-

rado:

1. La columna de la izquierda indica qué variables se toman como bésicas. Dichas variables determinan

un vértice del conjunto de soluciones factibles.

2. La columna de la derecha contiene las coordenadas del vértice asociado a dichas variables basicas:

ZTq, = cte; ;i =1...m ; x; = 0 para el resto.
9 )y Lyg

i

3. En la fila superior vienen indicados los coeficientes z; — ¢; que representan el coeficiente de mejora
de la funcién objetivo z al moverse en la direccién z;, esto es, lo que disminuye z al aumentar z;

una unidad mientras se mantienen el resto de las variables no béasicas nulas.

4. En la casilla superior derecha viene indicado el valor de la funcién objetivo z en el vértice conside-

rado.

5. El espacio de soluciones factibles es

1 ... 0 ... 0 ... Yij
0 1 0 Yij
0 ... 0 ... 1T ... ym

Yik

Yik

Ymk

Lay

La

Lay,

Lk

ctey
cte;

cten,

Si deseamos escribir la tabla simplex asociada al vértice dado por el conjunto de variables bésicas
consistente en sustituir x,, por x (vértice adyacente al anterior), tras realizar los calculos oportunos, su

expresiéon resulta ser:

Ta, T, Ta,, Z; Ty Valor
Zh—Ch (2 —¢)+ > cq,ctei+
z 0 T vk ce 0 _ yij(zr—ck) 0 cee _ ctei(zr—ck)
Yik Yik
X 1 — U1k 0 Y1 — Vi Uik 0 cte — Yincte:
ay P Yik e 1] Yik .. 1 Yik
1 Yij cte;
k O Yik O Yik Yik
__ Ymk o YijYmk _ Ymkcte;
Za,, 0 - o o 1 Ymj — = 0 . ctem — 78—

Esta expresion de la tabla simplex asociada al nuevo vértice puede ser calculada a partir de la tabla
antigua siguiendo un algoritmo sencillo (pivoteo) que indicamos en la pagina siguiente.

Por otra parte, puesto que ya se ha indicado cémo decidir si pasar de un vértice a otro adyacente para
mejorar la funcién objetivo, podemos establecer el algoritmo simplex que permite hallar las soluciones
6ptimas (que minimizan la funcién objetivo) del problema.
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PIVOTEO

Determinadas las variables x,, que deja de ser basica y la xj; que entra en el conjunto de variables
bésicas, el paso de una tabla simplex a la otra puede resumir en la forma:

1. Localizar el elemento y;1 (pivote), asi como todos los valores y;x,2z; —cx, que aparecen en su columna.
2. Dividir la fila i-ésima entre el pivote y;.

3. Sustituir cada una de las restantes filas [-ésimas por ella misma menos y;; veces la nueva fila i-ésima.
Realizar la operacién también para la fila superior utilizando (zx — ¢x).

4. Sustituir x,, por zj en la columna de variables bésicas.

5. Intercambiar la posicién de la columna k-ésima con la a;-ésima.

ALGORITMO SIMPLEX
(minimizacién)
1. Determinar una solucién factible basica y escribir su tabla simplex asociada.

2. Si todos los zr — ¢ son negativos, este vértice representa una solucion éptima. Todos los vértices
adyacentes toman valores mayores de la funcién objetivo.

Si algiin zx — ¢k es positivo, moviéndonos en esa direccién mejoraremos la funcién objetivo. Elegi-
remos la direccién para la que z; — ¢ sea el mayor posible. (z) se denomina variable de salida).

3. Se decide si hay variable de bloqueo. En la columna k-ésima estan los valores y;x que, si son
negativos o nulos, indican la ausencia de bloqueo. En este caso la funciéon objetivo no estd acotada
inferiormente.

Si hay algin v;;, positivo, la variable de bloqueo sera aquella para la que <<t

llama variable de entrada).

sea minimo. (z; se

4. Se realiza la operacién de pivote en la tabla con y;;, obteniéndose la tabla simplex asociada al nuevo
vértice, donde la funcién objetivo toma un valor menor.

5. Se repiten en esta tabla los pasos a partir del nimero 2 hasta encontrar un valor 6ptimo o la no
acotacion de la funcién objetivo.

El algoritmo para maximizacién es idéntico, salvo la eleccién de la variable de salida que se reali-
zard segun el criterio zp — ¢ < 0.

Ciclado: Si en el paso 4 se vuelve a alguna coleccién de variables basicas ya estudiada, se deben
elegir otras variables basicas que representen el mismo vértice para evitar entrar en un ciclo.

Obsérvese que uno puede seguir moviéndose entre las soluciones factibles basicas degeneradas, saliendo
de esta situacién si se disminuye la funcién objetivo en algtin paso, o bien corriendo el riesgo de entrar
en un ciclo en el que, intentando disminuir la funcién objetivo, simplemente se vuelva una y otra vez
al mismo vértice (problema de ciclado). Para evitarlo un remedio simple consiste en descartar en
cada paso todas aquellas colecciones de variables bésicas que hayan sido ya estudiadas (y,por tanto, que
provocarfan la entrada en un ciclo si se volviesen a usar).

Sélo una vez que se tenga la seguridad de que para ninguna coleccién de variables bésicas que
representan al vértice problemético existe un vértice adyacente en el que la funcién objetivo se haga
menor, se podréd asegurar que la solucién degenerada que se tiene es la solucién éptima buscada.



